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Streszczenie: W teorii elbetu opisywane s trzy fazy pracy belki zginanej; bez rys, 
zarysowanej i w stanie równowagi granicznej. Jednak elementy elbetowe mog pracowa
te w stanie deformacji pokrytycznych, jak ma to miejsce podczas wstrzsów sejsmicznych. 
Według reguł Eurokodu 8, dotyczcego projektowania konstrukcji na terenach aktywnych 
sejsmicznie, konstrukcje mog ulec duym deformacjom plastycznym i z tego wzgldu 
powinny charakteryzowa si odpowiedni cigliwoci globaln i lokaln. To powoduje i
niezbdna jest ocena cigliwoci projektowanych konstrukcji elbetowych. Do tego celu 
konieczne jest wykorzystanie metod analitycznych, które nie powinny by zbyt mocno 
rozbudowane, czy te skomplikowane. W artykule zaproponowano rozszerzenie faz pracy 
belki zginanej o fazy pracy, które maj miejsce po przekroczeniu klasycznego stanu 
granicznego nonoci. Zaprezentowano take metod analizy pracy elbetowego przekroju 
zginanego we wszystkich jego fazach pracy. W metodzie tej budowane s zalenoci 
moment-krzywizna dla okrelonego stanu wytenia przekroju.  
Słowa kluczowe: Belka elbetowa, przekrój, zginanie, cigliwo, krzywizna, stan 
pokrytyczny.  
1. Wprowadzenie 
Analiza pracy elementów elbetowych w formacji stanów granicznych nonoci 
i uytkowalnoci wg Eurokodu 2 [11] jest stosowana w klasycznych sytuacjach 
projektowania konstrukcji. S jednak przypadki, kiedy konieczna jest nietypowa analiza 
konstrukcji, która moe dotyczy konstrukcji o szczególnej odpowiedzialnoci, konstrukcji 
naraonych na działanie obcie wyjtkowych, czy te konstrukcji zlokalizowanych na 
terenach aktywnych sejsmicznie. W przypadku oddziaływa sejsmicznych bd to metody 
analizy konstrukcji według zalece Eurokodu 8 [12] i wówczas niezbdna jest ocena 
zachowania projektowanych konstrukcji w stanie deformacji pokrytycznych. Dlatego 
naley sprawdzi czy konstrukcja charakteryzuje si wymagan cigliwoci globaln i 
lokaln. Wymaga to zastosowania bardziej złoonych metod analizy konstrukcji [1], 
szeroko opisanych w pracy [2], innych ni w przypadkach typowych, poniewa konstrukcje 
doznaj duych deformacji po uplastycznieniu materiałów, z których s wykonane.  
W tym celu naley stosowa odpowiednie zwizki konstytutywne dla betonu i stali, 
w szczególnoci opisujce zalenoci midzy napreniami a odkształceniami po 
przekroczeniu wytrzymałoci. Konieczne jest te uwzgldnienie dynamicznego charakteru 
obcie, a take co jest z tym zwizane ich cyklicznego działania, co czyni analiz
zachowania konstrukcji bardziej złoon. Wówczas metody analityczne staj si bardzo 
rozbudowane, a do tego s czasochłonne i pracochłonne. Bardzo pomocne w tym 
przypadku s metody numeryczne bazujce na metodzie elementów skoczonych. Jednak 
metody analityczne oceny pracy konstrukcji w stanie deformacji pokrytycznych mona 
bardzo uproci bez szkody dla ich dokładnoci. W niniejszym artykule zaprezentowano 
metod analizy przekroju elbetowego poddanego zginaniu bez udziału siły podłunej. 
Metoda ta moe mie zastosowanie zarówno dla obcie monotonicznych jak i obcie
cyklicznych [6], a uzyskane t drog wyniki mog posłuy do poprawnej oceny pracy 
prtowych elementów elbetowych, równie w zakresie deformacji pokrytycznych. 
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2. Fazy pracy belki zginanej 
Na rys.1 zilustrowane s fazy pracy elementu zginanego. Na wykresie 
zamieszczonym na tym rysunku, bdcym idealizowan zalenoci moment-krzywizna, 
mona wyróni kilka charakterystycznych punktów, którym mona przypisa okrelony 
stan wytenia przekroju i towarzyszcych mu uszkodze. S to: zarysowanie elementu 
(punkt CR), uplastycznienie zbrojenia rozciganego (SY), kruszenie betonu otuliny (CU), 
odspojenie betonu otuliny (CS), wyboczenie ciskanych prtów zbrojenia podłunego (SF) 
i stabilizacja nonoci (SFU). Ponadto do prezentowanej zalenoci mona doda jeszcze 
dalsze fazy pracy, którym towarzyszy kruszenie betonu w rdzeniu przekroju, a take 
zerwanie prtów zbrojenia rozciganego.  
Do chwili uplastycznienia zbrojenia rozciganego nono przekroju ronie. Póniej 
nastpuje proces przyrostu deformacji, płynicia, któremu towarzyszy degradacja nonoci. 
Spadek nonoci zapocztkowany jest przez kruszenie betonu otuliny, a nastpnie postpuje 
on w wyniku odspajania otuliny. Spadek nonoci przekroju jest bardzo wyrany od chwili 
wyboczenia prtów zbrojenia podłunego. Póniej spadek nonoci spowodowany jest 
wyboczeniem zbrojenia ciskanego i kruszeniem betonu wewntrz szkieletu zbrojenia. 
Intensywno poszczególnych destrukcyjnych procesów zaley od właciwoci 
mechanicznych zastosowanych materiałów, a przede wszystkim od ilo zbrojenia 
podłunego i poprzecznego, a take sposobu jego rozmieszczenia w strefie przegubu 
plastycznego.  
Z punktu widzenia oceny plastycznego obrotu przekroju praktyczne znaczenie maj
dwa punkty na prezentowanej zalenoci; punkt w chwili uplastycznienia przekroju y
i punkt w chwili umownego wyczerpania nonoci u.  
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Rys.1. Fazy pracy belki zginanej   
Definicje stanu wytenie przekroju, dla którego uznaje si, e nastpiło 
uplastycznienie przekroju i wyczerpanie jego nonoci s zrónicowane. Pocztek 
uplastycznienia przyjmowany jest najczciej w chwili uplastycznienia zbrojenia 
rozciganego. Natomiast jako kryterium wyczerpania nonoci przyjmowany jest umowny 
spadek nonoci  
(= 15%÷30%) [3,12]. Jak mona zauway na rys.1 raptowny spadek nonoci ma miejsce 
po wyboczeniu niesprystym ciskanych prtów zbrojenia podłunego; wówczas beton nie 
współpracuje z tym zbrojeniem. Dlatego mona przyj, e umowne wyczerpanie nonoci 
przekroju nastpuje z chwil wyboczenia prtów, co nie wymaga okrelania procentowego 
spadku nonoci. Wówczas graniczny moment zginajcy jest równy Msf, a krzywizna ϕsf. 
3. Modele materiałów 
Deformacjom pokrytycznym konstrukcji towarzysz due odkształcenia materiałów, 
dlatego bardzo wana jest cz wykresu zalenoci naprenie-odkształcenie dla betonu 
i stali po przekroczeniu wytrzymałoci. Zwizki midzy napreniami a odkształceniami 
powinny w maksymalnym stopniu odzwierciedla rzeczywiste zachowanie materiałów dla 
tak duego stopnia ich wytenia. Ponad to w przypadku betonu naley uwzgldni
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Deformacjom pokrytycznym konstrukcji towarzysz due odkształcenia materiałów, 
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odmiennie zachowanie betonu w otulinie i odmienne zachowanie betonu wewntrz 
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a) b) 
Rys.2. Modele betonu: a) beton otuliny (model Kent-Park [5]), b) beton uzwojony (Korentz[7])  
Na rys.2 zilustrowane s modele betonu, które zostały zastosowane w dalszej czci 
analizy pracy przekroju zginanego. Przyjto odmienne zwizki naprenie-odkształcenie 
dla betonu otuliny i betonu wewntrz szkieletu zbrojenia. Zachowanie betonu otuliny 
opisuje model Kent-Park [5]. Natomiast zachowanie betonu uzwojonego opisuje model 
Korentz [7], który jest urednionym modelem Kent-Park dla betonu nieuzwojonego [5] 
i betonu uzwojonego [10].  
a) b) 
Rys.3. Modele zbrojenia: a) prty rozcigane, b) prty ciskane (Korentz[8])  
Na rys.3 zamieszczone s modele prtów zbrojenia podłunego. Dla prtów 
rozciganych przyjto model sprysto-plastyczny ze wzmocnieniem (rys3a), a dla prtów 
zbrojenia ciskanego przyjto model Korentz [9], który uwzgldnia ich niespryste 
wyboczenie.  
4. Praca przekroju zginanego 
Poszczególnym fazom pracy belki zginanej, zilustrowanym na rys.1, towarzyszy 
okrelony stan wytenia przekroju, któremu mona przypisa odpowiedni stan odkształce
i stan napre. Znajc zwizki midzy napreniami a odkształceniami w betonie 
i zbrojeniu podłunym, wykorzystujc warunki równowagi sił przekrojowych i zwizki 
geometryczne oparte na hipotezie płaskich przekrojów mona wyprowadzi wzory do 
obliczania krzywizny przekroju i momentu zginajcego przenoszonego przez przekrój. W 
analizie pomija si wytrzymało betonu na rozciganie. W celu uproszczenia analizy 
przyjmuje si w strefie ciskanej zastpcze prostopadłocienne bryły napre [4,11,13], 
opisane parametrami  i , które s zilustrowane na rys.4.  
W pracy Korentz [8] podane s zalenoci do obliczania momentów zginajcych 
i krzywizn w formacji stanów granicznych. Opisuj one trzy pierwsze fazy pracy przekroju: 
zarysowanie przekroju, uplastycznienie i stan graniczny nonoci, który zastał 
zdefiniowany przez graniczne odkształcenie w skrajnym ciskanym włóknie betonu. 
Zalenoci dla fazy trzeciej mog by równie obliczane w sposób podany niej, dla 
przypadku zrónicowania właciwoci mechanicznych betonu otuliny i betonu wewntrz 
rdzenia przekroju.  
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Dla okrelonego poziomu obcienia w strefie ciskanej dochodzi do kruszenia 
betonu otuliny. Stan odkształce, stan napre i siły przekrojowe w tej fazie pracy 
przekroju ilustruje rys.4. Przyjmuje si, e kruszenie betonu otuliny ma miejsce, od chwili 
gdy odkształcenia w skrajnym włóknie ciskanym osign warto cu. Ponad to 
uwzgldnia si odmienne zachowanie beton otuliny i betonu wewntrz szkieletu zbrojenia, 
a take odmienne zachowanie prtów ciskanych i prtów rozciganych.  
Rys.4. Stan odkształce i napre w przekroju w chwili kruszenia betonu otuliny (stan CU) 
W tej fazie wytenia krzywizn przekroju okrela wzór: 
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Bezwymiarowy moment zginajcy mona oblicza z zalenoci: 
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gdzie:  ξcu=xcu/d jest wzgldn wysokoci strefy ciskanej, 
1=1fsy/fco to mechaniczny stopie zbrojenia rozciganego,  
c, c i cc, cc s parametrami zastpczej bryły napre ciskajcych w betonie, 
k jest urednionym parametrem modelu betonu Kenta-Parka, 
b=c/b, 2=a2/d to parametry otuliny przekroju, 
1=s1/fsy i 2=s2/fsy to wskaniki poziomu napre odpowiednio w zbrojeniu 
rozciganym i zbrojeniu ciskanym.  
Rys.5. Stan odkształce i napre w przekroju w chwili odspojenia otuliny (stan CS) 
Przy dalszym wzrocie obcienia dochodzi do odspojenia betonu otuliny. Zakłada 
si, e odspojenie betonu otuliny zbrojenia podłunego ma miejsce w chwili, gdy 
odkształcenia betonu otuliny na poziomie rodka cikoci zbrojenia ciskanego osigaj
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betonu otuliny. Stan odkształce, stan napre i siły przekrojowe w tej fazie pracy 
przekroju ilustruje rys.4. Przyjmuje si, e kruszenie betonu otuliny ma miejsce, od chwili 
gdy odkształcenia w skrajnym włóknie ciskanym osign warto cu. Ponad to 
uwzgldnia si odmienne zachowanie beton otuliny i betonu wewntrz szkieletu zbrojenia, 
a take odmienne zachowanie prtów ciskanych i prtów rozciganych.  
Rys.4. Stan odkształce i napre w przekroju w chwili kruszenia betonu otuliny (stan CU) 
W tej fazie wytenia krzywizn przekroju okrela wzór: 
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w którym wzgldna wysoko strefy ciskanej cu jest równa: 
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Bezwymiarowy moment zginajcy mona oblicza z zalenoci: 
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gdzie:  ξcu=xcu/d jest wzgldn wysokoci strefy ciskanej, 
1=1fsy/fco to mechaniczny stopie zbrojenia rozciganego,  
c, c i cc, cc s parametrami zastpczej bryły napre ciskajcych w betonie, 
k jest urednionym parametrem modelu betonu Kenta-Parka, 
b=c/b, 2=a2/d to parametry otuliny przekroju, 
1=s1/fsy i 2=s2/fsy to wskaniki poziomu napre odpowiednio w zbrojeniu 
rozciganym i zbrojeniu ciskanym.  
Rys.5. Stan odkształce i napre w przekroju w chwili odspojenia otuliny (stan CS) 
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maksymaln warto tj. s równe odkształceniu cs. Stan odkształce i napre, a take sił 
przekrojowych w tej fazie wytenia przekroju ilustruje rys.5. 
Krzywizn przekroju w chwili odspojenia otuliny okrela zaleno: 
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Wzgldn wysoko strefy ciskanej cs w chwili odspojenia betonu otuliny obliczana 
jest ze wzoru: 
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Bezwymiarowy moment zginajcy mcs przenoszony przez przekrój wyznaczany jest z 
zalenoci: 
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Odspojeniu otuliny zazwyczaj towarzyszy niespryste wyboczenie prtów 
ciskanych. Ten stan wytenia przekroju jest zdefiniowany przez chwil, w której prty 
ciskane osigaj nono σs=fsf. Po przekroczeniu naprenia fsf i odpowiadajcemu temu 
napreniu odkształcenia sf nono prtów ciskanych maleje (rys.3b). 
Rys.6. Stan odkształce i napre w przekroju w chwili wyboczenia prtów ciskanych (stan SF) i w 
chwili stabilizacji (stan SFU) 
W tej fazie wytenia przekroju zakłada si, e w prtach ciskanych s najwiksze 
naprenia, równe fsf, co odpowiada maksymalnej sile przenoszonej przez te prty. Beton 
otuliny ulega destrukcji na krawdziach bocznych, a beton wewntrz szkieletu zbrojenia 
doznaje coraz wikszych odkształce. Stan odkształce i napre, a take siły przekrojowe 
w chwili wyboczenia prtów ilustruje rys.6. 
Krzywizna przekroju w chwili wyboczenia prtów jest wyraona wzorem: 
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w którym wzgldna wysoko strefy ciskanej opisuje zaleno: 
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gdzie: h=ac/d to parametr otuliny zbrojenia. 
Bezwymiarowy moment zginajcy msf przenoszony przez przekrój jest równy: 
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Kolejna faza pracy elementu zginanego ma miejsce po wyboczeniu prtów zbrojenia 
ciskanego. Po wyboczeniu niesprystym nono prta ciskanego raptownie obnia si, 
a nastpnie stabilizuje si na pewnym poziomie dla naprenia w zbrojeniu ciskanym 
s2=fsfu, zalenym midzy innymi od jego smukłoci (por. rys.3b). Beton otuliny ulega 
dalszej destrukcji na krawdziach bocznych strefy ciskanej. Stan odkształce i napre
w przekroju w tej fazie wytenia ilustruje rys.6.  
Dla takiego stanu wytenia przekroju krzywizna wyraona jest wzorem: 
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gdzie wzgldna wysoko strefy ciskanej sfu obliczana jest ze wzoru: 
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Bezwymiarowy moment zginajcy msfu przenoszony przez przekrój jest równy: 
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Od tej chwili, przy dalszym zwikszaniu wytenia przekroju, nono przekroju 
stabilizuje si na tak okrelonym poziomie. Wynika to oczywicie z przyjtych modeli 
betonu wewntrz szkieletu zbrojenia i zbrojenia.  
Przeprowadzanie oblicze prezentowanymi wzorami, szczególnie wzorami do 
obliczania wysokoci strefy ciskanej, wymaga zastosowania metod iteracyjnych lub 
wykorzystania aplikacji do rozwizywania układów równa, np. Mathcad.  
5. Przykład zastosowania 
Przedstawion metod analizy pracy przekroju zginanego zilustrowano przykładem 
wpływu rozstawu strzemion w strefie potencjalnego przegubu plastycznego na zachowanie 
tego przekroju w zakresie deformacji pokrytycznych. Jednoczenie uzyskane wyniki 
oblicze skonfrontowano z wynikami analizy numerycznej przeprowadzonej programem 
Xtract [14].  
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Rys.7. Porównanie wyników oblicze analitycznych z wynikami uzyskanymi z analiz numerycznych.  
Na rys.7 zamieszczone s zalenoci moment-krzywizna uzyskane na podstawie 
przedstawionych  rozwiza analitycznych i uzyskane metod elementów skoczonych. 
Współrzdne punktów wykresu w chwili zarysowania i uplastycznienia przekroju 
obliczono na podstawie zalenoci z pracy Korentz [7].  
Przedmiotem analizy jest przekrój prostoktny o stopniu zbrojenia rozciganego 
1=1.12%. Zbrojenie ciskane stanowiło połow zbrojenia rozciganego 2=0.51. 
Wytrzymało na ciskanie betonu nieuzwojonego wnosiła fco=25MPa. Parametry stali 
zbrojeniowej były nastpujce fsy=400MPa, f.su=600MPa, sh=0.01, su=0.10. Analiz
przeprowadzono dla rónych rozstawów strzemion, które s najczciej stosowane 
w belkach elbetowych s=12.5cm, 18cm, 24cm i 30cm. Dla tak zrónicowanych rozstawów 
strzemion zachowanie ciskanych prtów zbrojenia podłunego było odmienne i róne były 
właciwoci mechaniczne betonu wewntrz szkieletu zbrojenia, co uwzgldniano 
przyjciem odpowiednich modeli prtów zbrojenia podłunego i betonu uzwojonego.  
Wyniki oblicze przedstawione na rys.7 pokazuj, e rozstaw strzemion ma bardzo 
duy wpływ na prac zginanego przekroju elbetowego. Zmniejszenie rozstawu strzemion 
w istotny sposób zwiksza moliwoci plastycznego obrotu przekroju, zwiksza tzw. 
cigliwo krzywizny. Natomiast zwikszenie rozstawu strzemion obnia cigliwo
przekroju, a dla rozstawów strzemion wikszych od dziesiciu rednic zbrojenia ciskanego 
cigliwo przekroju jest na zblionym poziomie. Poprawno proponowanych rozwiza
analitycznych potwierdza dobra zgodno uzyskanych wyników oblicze z analiz MES.  
6. Uwagi kocowe 
W szczególnych przypadkach konstrukcje w czasie ich uytkowania mog pracowa
w stanie deformacji pokrytycznych. Niekiedy konieczne jest równie sprawdzenie jak 
zachowaj si projektowane konstrukcje i elementy konstrukcyjne w ekstremalnych 
warunkach, po ich uplastycznieniu.  
Wymaga to zdefiniowania i wprowadzenia nowych faz pracy elementów po 
przekroczeniu stanu granicznego nonoci, a take  zastosowania metod analizy, które 
pozwol na okrelenie parametrów oceny zachowania konstrukcji i elementów 
konstrukcyjnych w stanie deformacji pokrytycznych. 
Zaproponowana metoda analizy przekroju obejmuje cały zakres deformacji przekroju 
zginanego, od zarysowania do odspojenia otuliny i wyboczenia prtów zbrojenia 
podłunego. Metoda ta pozwala na ocen podstawowych parametrów zbrojenia podłunego 
i poprzecznego na zachowanie przekroju. W przypadku zbrojenia podłunego bd to 
procent zbrojenia rozciganego, procent zbrojenia ciskanego i rednica prtów zbrojenie 
podłunego, a w przypadku zbrojenia poprzecznego s to rozstaw strzemion i ich rednica 
oraz konfiguracja strzemion.  
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The method of analysis of a reinforced concrete section 
 under bending in the post-yield range 
Jacek Korentz1
1 Institute of Structural Engineering, Faculty of Civil and Environmental Engineering, 
 University of Zielona Góra, e–mail: j.korentz@ib.uz.zgora.pl 
Abstract. Predicting the behavior of plastic hinges subjected to large inelastic 
deformations caused by extreme loads such as earthquakes plays an important role in 
assessing maximum stable deformation capacities of framed concrete structures. This paper 
presents an analytical procedure for analysing the behaviour of a reinforced concrete 
section under bending in the post-yield range. The following stages of section behaviour are 
defined as the uncracked; first cracked; yielding; cover crushing; cover spalling; buckling 
of bars; and limit stages. The relationship between the moment and curvature in these 
stages, including the effects of concrete confinement, the spalling of the concrete cover, and 
the inelastic buckling of the reinforced bars, are considered. The results obtained from 
analytical calculations have are compared to the results obtained from a computer analysis. 
The presented method makes it possible to estimate the ductility of reinforced concrete 
members with various longitudinal and transverse reinforcement. 
Keywords: RC section, bending, ductility, curvature, post-yield range. 
